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ABSTRACT 

This  paper  utilizes  perturbation  and  asymptotic  techniques  to  discuss  and  obtain,  analytically,  the 

buckling modes and buckling load of a harmonically imperfect column lying on an elastic foundation that 

has cubic – quintic nonlinearity. Two slightly different approaches are here utilized. In the first approach, 

the  perturbation  parameter  is  a  component  of  the  displacement while  in  the  second  approach,  the 

perturbation is a component of the load. In the final assessment, results from both approaches are seen 

to be in good agreement. The results are however observed to be implicit in the load parameter and are 

valid asymptotically as long as these perturbation parameters are small relative to unity. 

KEYWORDS:  Infinitely  Long  Columns,  Nonlinear  Elastic  Foundation,  Static  Buckling,  Perturbation 

Technique, Asymptotic Analysis. 

1. INTRODUCTION 

In  this paper, a perturbation scheme  in asymptotic series expansions  is developed  in determining  the 

static buckling load and buckling modes of an infinitely long but harmonically imperfect column lying on 

a cubic – quintic nonlinear elastic foundation where the column is trapped by a static load of magnitude 

P.  It  is  to be  recalled  that, as  far as  investigations concerning columns are concerned, majority of  the 

existing research findings have tended to favour columns lying on nonlinear cubic elastic foundations [1, 

2, 3] to the exclusion of most other nonlinear elastic foundations. In this study, we intend to stretch the 

analysis to the case where the foundation has a cubic – quintic nonlinearity. 

We remark that  investigations on columns  lying on cubic – quintic non –  linear elastic foundations are 

rare, for reasons, perhaps, attributed to the inherent excessive nonlinearity which makes any analytical 

solution of the problem difficult and cumbersome. However,  it  is to be recalled that Elishakoff [4] had 

earlier  studied  the  buckling  of  similar  columns  lying  on  cubic  foundations  as well  as  those  lying  on 

quadratic – cubic non – linear elastic foundations. It is our intention in this analysis to extend Elishakoff’s 

analysis to the case of a column lying on cubic – quintic non – linear elastic foundations.  

Generally,  investigations  on  buckling,  both  static  and  dynamic,  have  tended  to  attract  and  occupy  a 

prominent attention amongst the research community for a  long time now.  In this respect, mention  is 

here made of  investigation by Reda and Forbes  [5], Priyadarsini et al.  [6], Chitra and Priyadarsini  [7], 

Mcshane et al. [8], Kolakowski [9, 10] and Patil et al. [11], among others. 

2. GOVERNING EQUATION 

The  normal  displacement ܹሺܺሻ  of  the  column,  subjected  to  the  applied  load  P,  satisfies  the  non  – 

homogeneous equation 

ܫܧ                   
ௗరௐ

ௗ௑ర
൅ 2ܲ

ௗమௐ

ௗ௑మ
൅ ݇ଵܹ ൅ ଶܹ݇ߙ 

ଷ െ ଵ݇ଷܹߚ
ହ ൌ  െ2ܲ

ௗమௐഥ

ௗ௑మ
,     െ ∞ ൏ ܺ ൏ ∞         ሺ2.1ሻ  

where ലݓሺݔሻല ൏  ∞ as ݔ  →  േ∞. 

In general, we demand that the displacement w(x) be bounded for all values of ݔ. 
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Here X is the spatial coordinate, EI is the bending stiffness , where E and I are the Young’s modulus  and 

moment of  inertia respectively and  ഥܹ   is  the  twice differentiable stress –  free harmonic  imperfection. 

The  cubic  –  quintic  nonlinear  elastic  foundation  exerts  a  force  per  unit  length  given  by  ݇ଵܹ ൅

ଶܹ݇ߙ 
ଷ െ ଵ݇ଷܹߚ

ହ on the column, while ߙ and ߚଵ are the  imperfection – sensitivity factors which are 

to  be  carefully  chosen  so  that  the  column  becomes  imperfection  –  sensitive  and  ݇ଵ,  ݇ଶ  and  ݇ଷ  are 

positive constants. In this formulation, we have neglected all nonlinearities greater than quintic while all 

nonlinear derivatives are neglected. 

In order to nondimensionalize the equation, the following nondimensional quantities are now assumed. 

                 ܺ ൌ   ቀ
ாூ

௞భ
ቁ

భ

ర
ܹ     ,ݔ ൌ   ቀ

௞భ

௞మ
ቁ

భ

మ
      ,ݓ ഥܹ ൌ   ߳ ቀ

௞భ

௞మ
ቁ

భ

మ
ߚ       , ഥݓ ൌ   ቀ

ఉభ௞భ௞య

௞మ
మ ቁ ,       ܲ ൌ ଵሻ݇ܫܧሺߣ2

భ

మ        

Here,  ߳  and   ߣ satisfy  the  inequalities  0 ൏ ߳ ≪ 1, 0 ൏ ߣ  ൏ 1,  and  the  nondimensional  form  of  the 

equation is 

݀ସݓ

ସݔ݀
൅ ߣ2

݀ଶݓ

ଶݔ݀
൅ ݓ  ൅ ଷݓߙ  െ ହݓߚ ൌ  െ2߳ߣ

݀ଶݓഥ

ଶݔ݀
,     െ ∞ ൏ ݔ ൏ ∞                       ሺ2.2ሻ 

In general, the amplitude of imperfection ϵ satisfies the inequality ല߳ല ≪ 1, but in this analysis we shall 

let ϵ satisfy 0 ൏  ߳ ≪ 1. 

We  shall  solve  the  equation  in  two  slightly  different  approaches whereby,  in  the  first  approach, we 

adopt  the  perturbation  and  asymptotic  parameter  as  a  component  of  displacement whereas  in  the 

second  approach, we  adopt  the perturbation parameter  as  a  component of  the  applied  load.  In  this 

latter case, we  shall  let ൌ 1 െ 
ఌതమ

ଶ
  ,  for 0 ൏   ̅ߝ ≪ 1, where ߣ  is  the nondimensional  load amplitude.  In 

both  cases,  we  aim  at  first  determining  a  uniformly  valid  asymptotic  expression  of  the  normal 

displacement subsequent upon which the static buckling load ߣௌ, is next determined. The static buckling 

load ߣௌ, as in [1 – 3], is defined as the maximum value of the load amplitude ߣ that emanates from the 

origin of the load – displacement graphical configuration of the loading system. It is to be recalled that 

perturbation  techniques  in  the  load and displacement parameters used  in  this work were  judiciously 

utilized by Amazigo  [2] when he  investigated  the buckling of an  infinitely  long column with harmonic 

imperfection  lying on a non –  linear cubic elastic  foundation. His method  is hereby extended to study 

the case of a column lying on a cubic – quintic non – linear elastic foundation. 

3. SOLUTION OF (2.2) USING DISPLACEMENT AS PERTURBATION PARAMETER 

Since the imperfection is harmonic, we let 

ഥݓ ൌ cos ݊                ,ݔ݊ ൌ 1, 2, 3, …                                                                                 ሺ3.1ሻ 

Assuming that the displacement must be in the shape of imperfection, we let 

ሻݔሺݓ ൌ cos  ሺ3.2ሻ                                                                                                                   ,ݔ݊
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The equation satisfied by the perfect linear structure is  

݀ସݓ

ସݔ݀
൅ ߣ2

݀ଶݓ

ଶݔ݀
൅ ݓ  ൌ 0                                                                                                 ሺ3.3ሻ 

The resultant equation when (3.2) is substituted in (3.3) is  

ሺ݊ସ െ 2݊ଶߣ ൅ 1ሻ ൌ ߣ       ,0 ൌ  
1

2݊ଶ
ሺ݊ସ ൅ 1ሻ                                                                ሺ3.4ሻ 

The least value of ߣ in (3.4) is obtained when ݊ ൌ 1 and for this the classical buckling load ߣ஼  is  

஼ߣ ൌ 1                                                                                                                                ሺ3.5ሻ 

For the solution of (2.2), it is necessary to let 

ሻݔሺݓ ൌ c̅osߝ ݔ ൅  ሻ                                                                                                    ሺ3.6ሻݔሺݒ

It is here assumed that the average value of ݒሺݔሻ cos  that ,ݔ vanishes over the interval of definition of ݔ

is 

൏ ݔݏ݋ሻܿݔሺݒ ൐ ൌ 0                                                                                                            ሺ3.7ሻ  

where, ൏ ⋯ ൐ denotes the average of ݒሺݔሻܿݔݏ݋.Thus, with ݓ known, ߝ ̅is uniquely defined. 

Let 

ሻݔሺݒ ൌ   ෍ ߳ߣ         ,௠ݒ௠̅ߝ ൌ 

ஶ

௠ୀଶ

෍  ௠ܳ௠                                                                       ሺ3.8ሻ̅ߝ

ஶ

௠ୀଵ

 

In order  to  solve  (2.2), using  (3.2), equations  (3.8)  are now  substituted  into  (2,2)  and  thereafter, we 

equate the coefficients of powers of ߝ ̅to get 

 

ሻ̅:    2ሺ1ߝሺࢯ െ ݔݏ݋ሻܿߣ ൌ 2ܳଵ cos                         ݔ                                                         ሺ3.9ሻ 

ଶݒܯ   :ଶሻ̅ߝሺࢯ ≡   
݀ସݒଶ
ସݔ݀

൅ ߣ2
݀ଶݒଶ
ଶݔ݀

൅ ݒଶ ൌ 2ܳଶ cos                         ݔ                           ሺ3.10ሻ  

ଷݒܯ   :ଷሻ̅ߝሺࢯ ൌ 2ܳଷ cos ݔ െ ߙ cosଷ ݔ                                                                                ሺ3.11ሻ 

ସݒܯ   :ସሻ̅ߝሺࢯ ൌ  2ܳସ cos ݔ െ ଶݒߙ3 cos
ଶ ݔ                                                                       ሺ3.12ሻ 

ହݒܯ   :ହሻ̅ߝሺࢯ ൌ 2ܳହ cos ݔ െ ଷݒߙ3 cos
ଶ ݔ െ ଶݒߙ3 cos ݔ ൅ ߚ cosହ                       ݔ  ሺ3.13ሻ 

଺ݒܯ   :଺ሻ̅ߝሺࢯ ൌ 2ܳ଺ cos ݔ െ ଶݒߙ3 cos
ସ ݔ െ ଷݒଶݒߙ6 cos ݔ ൅ ߚ5 ଶcosݒ

ସݔ               ሺ3.14ሻ 

଻ݒܯ   :଻ሻ̅ߝሺࢯ ൌ 2ܳ଻ cos ݔ െ ହݒሾ3ߙ cos
ଶ ݔ ൅ ସݒଶݒ6 cos ݔ ൅ ଷݒ3

ଶ cos ሿݔ ൅ ଷcosݒߚ 
ସݔ           ሺ3.15ሻ 
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etc. 

From (3.9), it is easily seen that 

                    ܳଵ ൌ ሺ1 െ ଵݒ       ,ሻߣ ൌ 0                                                                                        ሺ3.16ሻ 

On using the condition (3.7), it is seen that  

ܳଶ ൌ  ଶ                                                                                                                           ሺ3.17ሻݒ         ,0

On simplification, equation (3.11) becomes 

ଷݒܯ ൌ   ൬2ܳଷ െ 
ߙ3

4
൰ ݔݏ݋ܿ െ

ߙ

4
cos  ሺ3.18ሻ                                                                              ݔ3

On using the condition (3.7) on (3.18), it easily follows that 

ܳଷ ൌ  
ߙ3

8
                                                                                                                                    ሺ3.19ሻ 

After solving the remaining equation in (3.18), we have  

ଷݒ ൌ  
െߙ cos ݔ3

8ሺ41 െ ሻߣ9
                                                                                                                    ሺ3.20ሻ 

  From (3.12), it easily follows that  

ܳସ ൌ ସݒ  ൌ 0                                                                                                                        ሺ3.21ሻ 

Equation (3.13) is next simplified to yield (using (3.17)) 

ହݒܯ ൌ  ቆ2ܳହ ൅ 
ߚ5

8
൅ 

ଶߙ3

32ሺ41 െ ሻߣ9
ቇ cos ݔ ൅ ቆ

ߚ15

16
൅ 

ଶߙ3

16ሺ41 െ ሻߣ9
ቇ cos  ݔ3

൅ ቆ
ߚ

16
൅ 

ଶߙ3

32ሺ41 െ ሻߣ9
ቇ cos ݔ5                                                         ሺ3.22ሻ 

On applying (3.7) in (3.22), this yields 

ܳହ ൌ  െ
1

2
ቆ
ߚ5

8
൅ 

ଶߙ3

32ሺ41 െ ሻߣ9
ቇ                                                                                    ሺ3.23ሻ 

The solution of the remaining equation in (3.22) is 

ହݒ ൌ  
1

32
ቆߚ ൅ 

ଶߙ3

ሺ41 െ ሻߣ9
ቇ ൬

cos ݔ3

ሺ41 െ ሻߣ9
൰ ൅ 

1

64
ቆ2ߚ ൅ 

ଶߙ3

ሺ41 െ ሻߣ9
ቇ ൬

cos ݔ5

ሺ313 െ ሻߣ25
൰    ሺ3.24ሻ 

After substituting in (3.14), we get 

ܳ଺ ൌ ଺ݒ  ൌ 0                                                                                                                         ሺ3.25ሻ 
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Next, we substitute in (3.15) and simplify to get 

଻ݒܯ ൌ   ቈ2ܳ଻ െ
ߙ3

2
ቊ
ଵܣ
2
൅ 

ଶߙ

128ሺ41 െ ሻଶߣ9
ቋ ൅

ߚ5

8
 ቉ cos ݔ ൅ ൤

ߚ3

8
െ
ߙ3

2
൬ܣଵ ൅

ଶܣ
2
൰൨ cos ݔ3

൅ ቈ
ߚ

2
െ
ߙ3

2
ቊ൬ܣଶ ൅

ଵܣ
2
൰ ൅ 

ଶߙ

256ሺ41 െ ሻଶߣ9
ቋ቉ cos ݔ5

൅   ቈ
ߚ

8
െ
ߙ3

2
ቊ
ଶܣ
2
൅ 

ଶߙ

256ሺ41 െ ሻଶߣ9
ቋ቉ cos  ሺ3.26ܽሻ                                       ݔ7

where, 

ଵܣ ൌ
1

32ሺ41 െ ሻߣ9
 ቆߚ ൅ 

ଶߙ3

41 െ ߣ9
ቇ                                                                                     ሺ3.26ܾሻ 

ଶܣ ൌ
1

64ሺ313 െ ሻߣ25
 ቆ2ߚ ൅ 

ଶߙ3

41 െ ߣ9
ቇ                                                                              ሺ3.26ܿሻ 

The condition (3.7) as applied to (3.26a) yields 

ܳ଻ ൌ  
1

2
ቈ
ߙ3

2
ቊ
ଵܣ
2
൅ 

ଶߙ

128ሺ41 െ ሻଶߣ9
ቋ቉ െ

ߚ5

8
                                                                        ሺ3.26݀ሻ 

The solution of the remaining equation in (3.26a) yields 

଻ݒ ൌ  
1

2
൤
ߚ3

8
െ
ߙ3

2
൬ܣଵ ൅

ଶܣ
2
൰൨ ൬

cos ݔ3

41 െ ߣ9
൰ ൅

1

2
ቈ
ߚ

2
െ
ߙ3

2
ቆܣଶ ൅

ଵܣ
2
൅ 

ଶߙ

256ሺ41 െ ሻଶߣ9
ቇ቉ ൬

cos ݔ5

313 െ ߣ25
൰

൅ 
1

2
ቈ
ߚ

8
െ
ߙ3

2
ቊ
ଶܣ
2
൅ 

ଶߙ

256ሺ41 െ ሻଶߣ9
ቋ቉ ൬

cos ݔ7

1201 െ ߣ49
൰                                ሺ3.27ሻ 

Following (3.6), we can now write 

ݓ ൌ ̅ߝ cos ݔ െ 
α̅ߝଷcos ݔ3

8ሺ41 െ ሻߣ9
൅ ̅ߝହ ቈ

1

32
ቆߚ ൅ 

ଶߙ3

41 െ ߣ9
ቇ ൬

cos ݔ3

41 െ ߣ9
൰ ൅

1

64
ቆ2ߚ ൅ 

ଶߙ3

41 െ ߣ9
ቇ ൬

cos ݔ5

313 െ ߣ25
൰ ቉

൅ 
ߝ ̅଻

2
൥൤
ߚ3

8
െ
ߙ3

2
൬ܣଵ ൅

ଶܣ
2
൰൨ ൬

cos ݔ3

41 െ ߣ9
൰

൅ ቈ
ߚ

2
െ
ߙ3

2
ቆܣଶ ൅

ଵܣ
2
൅ 

ଶߙ

256ሺ41 െ ሻଶߣ9
ቇ቉ ൬

cos ݔ5

313 െ ߣ25
൰

൅   ቈ
ߚ

8
െ
ߙ3

2
ቊ
ଶܣ
2
൅ 

ଶߙ

256ሺ41 െ ሻଶߣ9
ቋ቉ ൬

cos ݔ7

1201 െ ߣ49
൰൩ ൅ ⋯                             ሺ3.28ሻ 

Similarly, we have (from (3.8)) 

߳ߣ ൌ ሺ̅1ߝ െ ሻߣ ൅ 
ଷ̅ߝߙ3

8
െ 
ହ̅ߝ

2
ቆ
ߚ5

8
൅

ଶߙ3

32ሺ41 െ ሻߣ9
ቇ ൅ 

଻̅ߝ

2
ቈ
ߙ3

2
ቊ
ଵܣ
2
൅ 

ଶߙ

128ሺ41 െ ሻଶߣ9
ቋ െ

ߚ5

8
቉

൅⋯                                                                                                                       ሺ3.29ሻ 
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To determine the static buckling load ߣௌ, we, as in [1 – 3], use the condition 

ߣ݀

̅ߝ݀
ൌ 0,                                                                                                                                   ሺ3.30ሻ 

and get 

ሺ1 െ ௌሻߣ ൅ 
ௌ̅ߝߙ9

ଶ

8
െ 
ௌ̅ߝ5

ସ

2
ቆ

ଶߙ3

32ሺ41 െ ሻߣ9
൅
ߚ5

8
ቇ ൌ 0                                                    ሺ3.31ሻ 

On solving, this yields 

ௌ̅ߝ
ଶ ൌ

ߙ9

40 ൜
ଶߙ3

32ሺ41 െ ௌሻߣ9
൅
ߚ5
8
ൠ
ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

1 െ
ඩ
1 ൅

512ሺ1 െ ௌሻߣ

ଶߙ405 ൜
ଶߙ3

32ሺ41 െ ௌሻߣ9
൅
ߚ5
8
ൠ
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

              ሺ3.32ሻ 

and 

∴      ௌ̅ߝ ൌ  
3

2√10ඩ

ߙ

40 ൜
ଶߙ3

32ሺ41 െ ௌሻߣ9
൅
ߚ5
8
ൠ
ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

1 െ ൞1 ൅
512ሺ1 െ ௌሻߣ

ଶߙ405 ൜
ଶߙ3

32ሺ41 െ ௌሻߣ9
൅
ߚ5
8
ൠ
ൢ

ଵ
ଶ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ଵ
ଶ

      ሺ3.33ሻ 

The static buckling load ߣௌ is now obtained by evaluating (3.29) at ߣ ൌ ௌ̅ߝ ௌ and substituting forߣ
ଶ and ߝௌ̅ 

from (3.32) and (3.33) respectively and this yields 

ௌ߳ߣ ൌ   ௌ̅ߝ ൥ሺ1 െ ௌሻߣ ൅ ߝௌ̅
ଶ ൝ቊ

ଷఈ

଼
െ ௌ̅ߝ

ଶ ቀ
ଷఈమ

ଷଶሺସଵିଽఒೄሻ
൅

ହఉ

଼
ቁ ൅ 

ఌതೄ
మ

ଶ
ቄ
ଷఈ

ଶ
ቀ
஺భ

ଶ
൅ 

ఈమ

ଵଶ଼ሺସଵିଽఒሻమ
ቁ െ

ହఉ

଼
ቅቋൡ൩      ሺ3.34ሻ  

4. SOLUTION OF (2.2) WITH LOAD COMPONENT AS PERTURBATION PARAMETER 

Here, we shall let 

ߣ ൌ 1 െ
ଶߝ

2
,     0 ൏ ߝ ൏ 1                                                                                                              ሺ4.1ሻ 

In this case, equation (2.2) becomes 

݀ସݓ

ସݔ݀
൅ 2

݀ଶݓ

ଶݔ݀
െ ଶߝ

݀ଶݓ

ଶݔ݀
൅ ݓ  ൅ ଷݓߙ  െ ହݓߚ ൌ  െ2߳ߣ

݀ଶݓഥ

ଶݔ݀
                                              ሺ4.2ሻ 

Let 

ሻݔሺݓ ൌ   തܾߝ cos ݔ ൅ ሻ,            0ݔሺݑ ൏ തܾ ൏ 1                                                                             ሺ4.3ሻ 

Further let  
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ሻݔሺݑ ൌ   ෍ ߳ߣ         ,௠ݑ௠ߝ ൌ 

ஶ

௠ୀଶ

෍  ௠                                                                            ሺ4.4ሻߛ௠ߝ

ஶ

௠ୀଵ

 

Substituting for terms in (4.2) and equating the coefficients of powers of ߝ, yields 

ଵݑܰ   :ሻߝሺࢯ  ≡
݀ସݑଶ
ସݔ݀

൅ ߣ2
݀ଶݑଶ
ଶݔ݀

൅ ݑଶ ൌ ଵߛ2 cos                         ݔ                              ሺ4.5ሻ 

ଶݑܰ   :ଶሻߝሺࢯ ൌ ଶߛ2 cos                         ݔ                                                                               ሺ4.6ሻ  

ଷݑܰ   :ଷሻߝሺࢯ ൌ െതܾ cos ݔ െ തܾଷߙ cosଷ ݔ ൅ ଷߛ2 cos                         ݔ                              ሺ4.7ሻ 

ସݑܰ   :ସሻߝሺࢯ ൌ  
݀ଶݑଶ
ଶݔ݀

െ 3തܾଶݑଶ αcos
ଶ ݔ ൅ ସߛ2 cos   ݔ                                                      ሺ4.8ሻ 

ହݑܰ   :ହሻߝሺࢯ ൌ
݀ଶݑଷ
ଶݔ݀

െ 3തܾଷݑଷ αcos
ଶ ݔ െ 3തܾݑߙଶ

ଶ cos ݔ ൅ ߚ തܾହcosହ  ݔ ൅ ହߛ2 cos      ݔ  ሺ4.9ሻ 

଺ݑܰ   :଺ሻߝሺࢯ ൌ
݀ଶݑସ
ଶݔ݀

െ ସݑ൛3തܾଶߙ cos
ଶ ݔ ൅ 6തܾݑଶݑଷ cos ݔ െ ଶݑ

ଷൟ

െ ଷݒଶݒߙ6 cos ݔ ൅ ߚ5 ଶݑ തܾ
ସcosସݔ ൅2ߛ଺ cos   ݔ                                          ሺ4.10ሻ 

଻ݑܰ   :଻ሻߝሺࢯ ൌ
݀ଶݑହ
ଶݔ݀

െ ହݑ൛3തܾଶߙ cos
ଶ ݔ ൅ 3തܾݑଶ cos ଷݑሺݔ

ଶ ൅ ଶݑସሻ൅3ݑଶݑ2
ଷݑଷൟ

൅ ߚ5 ଷݑ തܾ
ସcosସݔ ൅2ߛ଻ cos   ݔ                                                                         ሺ4.11ሻ 

etc. 

We shall still use the same orthogonality condition as (3.7). Thus, from (4.5), we get 

ଵߛ ൌ ଵݑ           ,0 ൌ 0                                                                                                                      ሺ4.12ܽሻ 

From (4.6), we get 

ଶߛ ൌ ଶݑ           ,0 ൌ 0                                                                                                                      ሺ4.12ܾሻ 

Equation (4.7) simplifies to 

ଷݑܰ ൌ ቆ2ߛଷ െ തܾ െ
ߙ3 തܾଷ

4
ቇ ݔݏ݋ܿ െ

ߙ തܾଷ

4
 ሺ4.13ሻ                                                                     ݔ3ݏ݋ܿ 

Application of (3.7) in (4.13) yields 

ଷߛ ൌ  
1

2
ቆതܾ ൅

ߙ തܾଷ

4
 ቇ                                                                                                                   ሺ4.14ܽሻ 

The solution of the remaining equation in (4.13) is 
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ଷݑ ൌ  
ߙ തܾଷ

32
 ሺ4.14ܾሻ                                                                                                                    ݔ3ݏ݋ܿ 

Substituting for ݑଶ in (4.8) yields 

ସߛ ൌ ସݑ           ,0 ൌ 0                                                                                                               ሺ4.15ሻ 

Substituting for ݑଶand ݑଷ in (4.9) gives 

ହݑܰ ൌ ଽܣ  cos ݔ ൅ ܣଵ଴ cos ݔ3 ൅ ܣଵଵ cos  ሺ4.16ܽሻ                                                                ݔ5

where, 

ଽܣ ൌ ቆ
ߚ11 തܾହ

16
൅ ହߛ2 െ

ߙ3 തܾହ

128
ቇ                                                                                          ሺ4.16ܾሻ 

ଵ଴ܣ ൌ ቆ
തܾହߚ

4
െ
ߙ9 തܾଷ

32
െ
ߙ3 തܾହ

64
ቇ,      ܣଵଵ ൌ ቆ

തܾହߚ

16
െ
ߙ3 തܾହ

128
ቇ                                           ሺ4.16ܿሻ  

On account of (3.7), we observe that ܣଽ ൌ 0. This yields 

ହߛ ൌ
1

2
ቆ
ߙ3 തܾହ

128
െ
ߚ11 തܾହ

16
ቇ                                                                                                      ሺ4.17ܽሻ 

The remaining equation in (4.16a) is solved to get 

ହݑ ൌ െ൬
ଵ଴ܣ cos ݔ3

8
൅
ଵଵܣ cos ݔ5

24
൰                                                                                   ሺ4.17ܾሻ  

On substituting for relevant terms in (4.10), we obtain 

଺ߛ ൌ ଺ݑ           ,0 ൌ 0                                                                                                               ሺ4.18ሻ 

After substituting for terms in (4.11) and simplifying, the equation becomes 

଻ݑܰ ൌ ଵଶܣ  cos ݔ ൅ ܣଵଷ cos ݔ3 ൅ ܣଵସ cos ݔ5 ൅ ܣଵହ cos ݔ7                                        ሺ4.19ሻ 

where, 

ଵଶܣ ൌ   ቈ
ߚߙ15 തܾ଻

512
൅ ଻ߛ2 ൅ ߙ  ቊ

3തܾଶܣଽ
16

െ
ଶߙ3 തܾ଻

2048
ቋ቉                                                             ሺ4.20ܽሻ 

ଵଷܣ ൌ ቈ
ଽܣ9
8

൅ ߙ  ቊ
3തܾଶܣଽ
16

൅ 
3തܾܣଵଵ
48

ቋ ൅
തܾ଻ߚߙ15

256
቉                                                            ሺ4.20ܾሻ 

ଵସܣ ൌ ቈ
ଵଵܣ25
4

൅ ߙ  ቊ
3തܾଶܣଵଵ
48

൅ 
3തܾଶܣଽ
16

െ 
ଶߙ3 തܾ଻

1024
ቋ ൅

ߚߙ5 തܾ଻

256
቉                                      ሺ4.20ܿሻ 
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ଵହܣ ൌ   ቈቊ
ߙ3 തܾܣଵଵ
48

െ 
ଷߙ3 തܾ଻

4096
 ቋ ൅

തܾ଻ߚߙ5

512
቉                                                                             ሺ4.20݀ሻ 

From the orthogonality condition (3.7) as applied to (4.19), we get 

଻ߛ ൌ  െ
1

2
ቈ
ߚߙ15 തܾ଻

512
൅ ቊ

3തܾଶܣଽ
16

െ
ଶߙ3 തܾ଻

2048
ቋ቉                                                                         ሺ4.21ሻ 

The solution of the remaining equation in (4.19) is 

଻ݑ ൌ  െ
1

2
൤
ଵଷܣ cos ݔ3

ሺ41 െ ሻߣ9
൅

ଵସܣ cos ݔ5

ሺ313 െ ሻߣ25
൅

ଵହܣ cos ݔ7

ሺ1201 െ ሻߣ49
൨                                               ሺ4.22ሻ 

From (4.3) and (4.4), we write 

ሻݔሺݓ ൌ തܾߝ ൅
ߙଷߝ തܾଷ cos ݔ3

32
െ ହߝ ൬

ଵ଴ܣ cos ݔ3

8
൅
ଵଵܣ cos ݔ5

24
൰

െ
଻ߝ

2
൤
ଵଷܣ cos ݔ3

ሺ41 െ ሻߣ9
൅

ଵସܣ cos ݔ5

ሺ313 െ ሻߣ25
൅

ଵହܣ cos ݔ7

ሺ1201 െ ሻߣ49
൨ ൅ ⋯                 ሺ4.23ሻ 

Similarly, we have, from (4.4), 

߳ߣ ൌ  
തܾߝଷ

2
ቆ1 ൅

തܾଶߙ3

4
ቇ ൅

തܾହߝହ

2
 ൬
ߙ3

128
െ
ߚ11

16
൰ െ

തܾଶߝ଻

2
ቈ
ߚߙ15 തܾହ

512
൅ ߙ  ቊ

ଽܣ3
16

െ
ଶߙ3 തܾହ

2048
ቋ቉ ൅ ⋯  ሺ4.24ሻ 

To determine the buckling load ߣௌ, we employ (3.30), which yields 

3തܾߝௌ
ଶ

2
ቆ1 ൅

തܾଶߙ3

4
ቇ ൅

5തܾହߝௌ
ସ

2
൬
ߙ3

128
െ
ߚ11

16
൰ െ

7തܾଶߝௌ
଺

2
ቈ
ߚߙ15 തܾହ

512
൅ ߙ  ቊ

ଽܣ3
16

െ
ଶߙ3 തܾହ

2048
ቋ቉ ൌ 0     ሺ4.25ሻ 

At this stage, we shall give the result  in two  levels of approximation. First,  if we take only the first two 

terms in (4.25), we get  

3തܾߝௌ
ଶ

2
ቆ1 ൅

തܾଶߙ3

4
ቇ ൅

5തܾହߝௌ
ସ

2
൬
ߙ3

128
െ
ߚ11

16
൰ ൌ 0                                                                         ሺ4.26ܽሻ 

where ߝௌ is the value of ߝ at static buckling. This gives 

ௌߝ
ଶ ൌ  

3

5തܾସ
൮
1 ൅

ߙ3 തܾଶ

4
ߚ11
16

െ
ߙ3
128

൲,          ߝௌ ൌ  
1

തܾଶ
ඨ
3

5
൮
1 ൅

ߙ3 തܾଶ

4
ߚ11
16

െ
ߙ3
128

൲

ଵ
ଶ

                                        ሺ4.26ܾሻ 

Now, on evaluating (4.24) at buckling, where ߣ ൌ  ௌ, we getߣ



11 
 

ௌ߳ߣ ൌ
1

2തܾହ
൬
3

5
൰

ଷ
ଶ
൮
1 ൅

തܾଶߙ3

4
ߚ11
16

െ
ߙ3
128

൲

ଵ
ଶ

ቈቆ1 ൅
ߙ3 തܾଶ

4
ቇ െ ߝௌ

ଶ ൜ തܾସ ൬
ߚ11

16
െ
ߙ3

128
൰ ൅ ௌߝ

ଶܣଵ଺ൠ቉          ሺ4.27ܽሻ 

where, 

ௌሻߣଵ଺ሺܣ ൌ   ቈ
ߚߙ15 തܾହ

512
൅ ߙ  ቊ

ଽܣ3
16

െ
ଶߙ3 തܾହ

2048
ቋ቉                                                                     ሺ4.27ܾሻ 

and where (4.27a, b) are evaluated at where ߣ ൌ  ௌ. If we take the three terms in (4.25) then, we canߣ

write the whole equation as 

ௌߝ
ଶ ቈ
3തܾ

2
ଵ଻ܣ ൅ 

5തܾସߝௌ
ଶ

2
ଵ଼ܣ െ 

7തܾଶߝௌ
ସ

2
ଵଽ቉ܣ ൌ 0                                                                        ሺ4.28ܽሻ 

where, 

ଵ଻ܣ ൌ  ቆ1 ൅
തܾଶߙ3

4
ቇ,    ܣଵ଼ ൌ  െ ൬

ߚ11

16
െ
ߙ3

128
൰ , ଵଽܣ ൌ ቈ

ߚߙ15 തܾହ

512
൅ ߙ  ቊ

ଽܣ3
16

െ
ଶߙ3 തܾହ

2048
ቋ቉    ሺ4.28ܾሻ 

Then, we can recast (4.28a) simply as 

ௌߝଵܥ
ସ െ ௌߝଶܥ

ଶ െ ଷܥ ൌ 0                                                                                                              ሺ4.29ܽሻ 

where, 

ଵܥ ൌ  
7തܾଶ

2
ଶܥ    ,ଵଽܣ ൌ

5തܾସ

2
ଷܥ       ,ଵ଼ܣ ൌ  

3തܾ

2
 ଵ଻                                                            ሺ4.29ܾሻܣ

The solution of (4.29a) is 

ௌߝ
ଶ ൌ  

5തܾଶܣଵ଼
ଵଽܣ7

቎1 െ ඨ1 ൅ 
ଵଽܣଵ଻ܣ84

25തܾ଺ܣଵ଼
ଶ ቏                                                                           ሺ4.30ܽሻ 

ௌߝ ൌ   തܾඨ
5

7
൬
ଵ଼ܣ
ଵଽܣ

൰

ଵ
ଶ
቎1 െ ඨ1 ൅ 

ଵଽܣଵ଻ܣ84

25തܾ଺ܣଵ଼
ଶ ቏

ଵ
ଶ

                                                                ሺ4.30ܾሻ 

The static buckling load in this case is determined using (4.24) at ߣ ൌ ௌߝ ௌ and using the values ofߣ
ଶ and 

 ௌ as in (4.30a, b) respectively. This givesߝ

ௌ߳ߣ ൌ  
തܾߝௌ

ଷ

2
൦ቆ1 ൅

തܾଶߙ3

4
ቇ െ

ௌߝ
ଶ

2
൞ቐ൬

ߚ11

16
െ
ߙ3

128
൰ ൅  തܾߝௌ

ଶ ൝
ߚߙ15 തܾହ

512
൅ ߙ  ቊ

ଽܣ3
16

െ
ଶߙ3 തܾହ

2048
ቋൡቑൢ൪   ሺ4.31ሻ  
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5. ANALYSIS AND DISCUSSION OF RESULTS 

The results (3.34), (4.27a) and (4.31) show mathematical relationship between the Static buckling  load 

 ௌ and the imperfection parameter ϵ. Using Q – Basic codes withߣ തܾ ൌ 0.5, the results obtained from the 

two methods are shown both on Table1 and Table2 as well as on Figure1 and Figure2. It is clearly shown 

that the Static buckling load, in each case, decreases with increased imperfection parameter. All results 

are  implicit  in  the  load  parameter   ௌߣ and  are  valid  provided  the  perturbation  parameters  are  small 

relative to unity. It  is pertinent that  തܾ satisfies the  inequality 0 ൏ തܾ ൏ 1. Certainly,  if the values of ߙ,  ߚ

and  തܾ  change, a new  set of  result will be obtained. But whatever be  the values of  these parameters 

within the  limits allowable  in this work, the general trend will be the same, namely the static buckling 

load   ௌߣ decreases with  increase  in  imperfection  ϵ  and  vice  versa.  This  trend  is  characteristic  of  all 

imperfection sensitive structures. In particular, it is observed that as the imperfection tends to zero, ߣௌ 

asymptotically increases without bounds and as it tends to one, ߣௌ  tends to approach zero. 

Though we have limited our analysis to 0 ൏ ߳ ≪ 1, the same trend follows if we use െ1 ≪ ߳ ൏ 0.  

6. Numerical and Graphical Plots 

Table 1: Relationship between the Static buckling load ࡿࣅ and the Imperfection parameter, ϵ for α = 1, 

β = 1 using Eqn. (3.34).  

IMPERFECTION 
PARAMETER, ϵ 

 for α = 1, β = 1 ࡿࣅ

0.01  0.286212 

0.02  0.285966 

0.03  0.285721 

0.04  0.285478 

0.05  0.285236 

0.06  0.284995 

0.07  0.284756 

0.08  0.284519 

0.09  0.284283 

0.1  0.284048 
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Figure 1: Graphical Plot of Table 1, showing the relationship between the Static buckling  load ࡿࣅ 

and the Imperfection parameter, ϵ for α = 1, β = 1, using Eqn. (3.34).  

 

Table 2: Relationship between the Static buckling load ࡿࣅ and the Imperfection parameter, ϵ for α 

= 1, β = 1 and ࢈ഥ ൌ ૙. ૞, using Eqn. (4.27a).  

IMPERFECTION 
PARAMETER, ϵ 

ഥ࢈ ,for α = 1, β = 1 ࡿࣅ ൌ ૙. ૞ 

0.01  0.571931 

0.02  0.285966 

0.03  0.190644 

0.04  0.142983 

0.05  0.114387 

0.06  0.095322 

0.07  0.081705 

0.08  0.071492 

0.09  0.063548 

0.1  0.057194 
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Figure 2: Graphical Plot of Table 2, showing the relationship between the Static buckling load ࡿࣅ and 

the Imperfection parameter, ϵ for α = 1, β = 1 ࢈ ܌ܖ܉ഥ ൌ ૙. ૞, using Eqn. (4.27a). 

7. CONCLUSION 

The paper has used perturbation methods to analyze a problem  in non –  linear dynamical system. The 

results  are  asymptotic  and  so,  are  valid  as  long  as  the  small  parameters  are  small  relative  to  unity. 

Moreso,  the  result  is  implicit  in  the  load parameter. The same method and  technique can be used  to 

analyze structurally more complex materials like cylindrical shells and plates subjected to similar loading 

conditions. 
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